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Optimierung in Banachraumen

5. ﬁbungsblatt

Aufgabe 1. Sei A : R™ — R™*" eine zweimal stetig differenzierbare matrixwertige Funktion mit
A(z) positiv definitiv und symmetrisch fiir € R™. Sei weiterhin ¢ : R™ — R stetig differenzierbar
und erfiille Vp(z) # 0 fir alle z € R™ mit ¢(z) = 0. Wir betrachten fiir g € R™ das Problem

(P) Minimiere J(z) := /01 % (t) T A(x(t) @(t) dt
auf der Menge M := {x € Wh*°(0,1)" : 2(0) = zo, ¢(z(1)) = 0}.
Wir setzen zur Abkiirzung f(z,y) := y? A(x) y. Sei nun z € W1°°(0,1)" Minimierer von (P).
(a) Zeigen Sie mithilfe der Lagrangen Multiplikatorenregel: z erfiillt die Euler-Lagrange Gleichung

20 20) = L0),20) 1€ ©0)

sowie fiir ein A € R die Transversalitatsbedingung
fy(2(1), (1)) + AV(2(1)) = 0.

(b) Nehmen Sie nun an, dass z zweimal stetig differenzierbar ist. Zeigen Sie: z hat beziiglich der von
A erzeugten Vektornorm konstante Geschwindigkeit, d.h. es existiert ¢ € R mit:

VEOTAGW) 20 = te o]
(c) Zeigen Sie, dass z in z(1) beziiglich A senkrecht auf ¢~1(0) steht, d.h.:
(1) TA(2(1)) y =0 fiir alle y € R™ mit Vo(z(1)) 'y =0
(d) Sei nun n =2, und A gegeben durch
1 0
A(x) = (0 x%) z = (x1,19)" € R?

bestimmen sie nun die zweimal stetig differenzierbaren, strikt positiven Losungen z > 0 der
Fuler-Lagrange Gleichung.



Bemerkung. (Vereinfachte Eulergleichung) Gilt fiir f € C?(R” x R”,R) und eine Funktion
z € C2([0,1],R™) die Eulergleichung

d . :
—Fy(2(8),2(1)) = fol2(1), 2(2)

so gilt die vereinfachte Eulergleichung

F0), 2(0)) = 2007 fy (=), 2(0)) = ¢

mit einer Konstanten ¢ € R.



