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Evolutionsgleichungen

11. Übungsblatt

Aufgabe 21 (Nichtlineare Wärmeleitungsgleichung I)

Wir betrachten das Anfangswertproblem

(1)

{
∂tu(t, x) = ∆u(t, x) + f(u(t, x)) für x ∈ Rd, t ≥ 0,

u(0, x) = u0(x) für x ∈ Rd,

wobei f ∈ C1((a, b),R) für −∞ ≤ a < b ≤ ∞.

Dazu definieren wir

X :=
{
u ∈ C(Rd,R) : `(u) := lim

|x|→∞
u(x) ∈ R

}
und

U :=
{
v ∈ X : inf

x∈Rd
v(x) > a, sup

x∈Rd

v(x) < b
}
⊂ X.

Sei außerdem ∆ der Abschluss von ∆ auf D(∆) = S(Rd) in C0(Rd,R) sowie

∆`u := ∆(u− `(u)) für u ∈ D(∆`) :=
{
u ∈ X : u− `(u) ∈ D(∆)

}
.

Dann ist ∆` der Erzeuger der Kontraktionshalbgruppe (T (t))t≥0 auf X, die gegeben ist
durch T (0) = I und

(T (t)u)(x) =
1

(4πt)d/2

∫
Rd

e−
|x−y|2

4t u(y) dy, x ∈ Rd, t > 0.

Setzen wir schließlich noch F : X → X, F (u) = f ◦ u, so lässt sich (1) umschreiben zu der
folgenden nichtlinearen Evolutionsgleichung auf X:

(2)

{
u′(t) = ∆`u(t) + F (u(t)), t ≥ 0,

u(0) = u0 ∈ X.

a) Vergewissern Sie sich, dass (X, ‖ · ‖∞) ein Banachraum ist.

b) Zeigen Sie, dass für jedes u0 ∈ U ein τ ∈ (0,∞] sowie eine integrierte Lösung u ∈
C([0, τ), X) von (2) existiert.

c) Zeigen Sie: Sind v und w integrierte Lösungen von (2) mit v(0) ≤ w(0) und ist f ′ ≥ 0,
so gilt v(t) ≤ w(t) für 0 ≤ t < τ .

— bitte wenden —
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Aufgabe 22 (Nichtlineare Wärmeleitungsgleichung II)

Im Setting von Aufgabe 21 sei u0 ∈ U und u ∈ C([0, τ), X) die integrierte Lösung von (2).
Dann definieren wir

h(t) := `(u(t)).

a) Zeigen Sie, dass h auf [0, τ) differenzierbar ist mit

h′(t) = f(h(t)) für t ∈ [0, τ).

b) Zeigen Sie: Ist u0 ∈ U eine konstante Funktion, so gilt u(t, x) = h(t).

c) Sei nun a = −∞, b = 1 und f(u) = 1
1−u . Folgern Sie

(1− ‖u0‖∞)2

2
≤ τ ≤ (1− h(0))2

2
.

Aufgabe 23 (Maximale Existenzzeiten)

Geben Sie eine scharfe obere Schranke für die Existenzzeiten der folgenden nichtlinearen
Wärmeleitungsgleichungen an:

a)

∂tu(t, x) = ∆`u(t, x) + eu(x,t) für x ∈ Rd, t ≥ 0,

u(0, x) = u0(x) für x ∈ Rd,

wobei u0 ∈ C(Rd,R) mit `(u0) ∈ R.

b)

∂tu(t, x) = ∆`u(t, x) + u(x, t)2 für x ∈ Rd, t ≥ 0,

u(0, x) = u0(x) für x ∈ Rd,

wobei u0 ∈ C(Rd,R) mit `(u0) > 0.
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