
Aufgabe 4 b) Auf X := C0(R)× C0(R) versehen mit der Norm

‖(f, g)‖ = max
{
‖f‖∞, ‖g‖∞

}
betrachten wir den Operator

A

(
u
v

)
(s) =

(
m(s) m(s)

0 m(s)

)(
u(s)
v(s)

)
=

(
m(s)u(s) +m(s)v(s)

m(s)v(s)

)
für (u, v) ∈ D(A) =

{
(f, g) ∈ X : (mf,mg) ∈ X

}
, wobei m(s) = is. Zeigen Sie, dass A

kein Erzeuger einer C0-Halbgruppe ist.

Lösung: Als Multiplikationsoperator mit maximalem Definitionsbereich ist A abgeschlos-
sen. Außerdem ist Cc(R)×Cc(R) ⊆ D(A) und damit ist A dicht definiert. Da m(R) = iR,
liegt jedes λ ∈ C mit Reλ > 0 bereits in ρ(A) mit

R(λ,A)

(
u
v

)
=

(
(λ−m)−1 m(λ−m)−2

0 (λ−m)−1

)(
u
v

)
.

Wir erhalten sogar für λ > 0 und (u, v) ∈ X mit ‖(u, v)‖ = 1∥∥∥R(λ,A)

(
u
v

)∥∥∥ ≤ max
{
‖(λ−m)−1u‖∞ + ‖m(λ−m)−2v‖∞, ‖(λ−m)−1v‖∞

}
≤

(
‖(λ−m)−1‖∞ + ‖m(λ−m)−2‖∞

)
‖(u, v)‖

=
( 1

λ
+ sup

s∈R

|s|
λ2 + s2

)
=

3/2

λ
.

Sei nun λn := a + in für ein a > 0 und n ∈ N, sowie gn ∈ C0(R) mit ‖gn‖∞ = 1 und
gn(n) = 1. Dann folgt

‖R(λn, A)‖ ≥
∥∥∥R(λn, A)

(
0
gn

)∥∥∥ ≥ ‖m(λ−m)−2gn‖∞
s=n
≥

∣∣ in
a2
gn(n)

∣∣ =
n

a2
,

und damit ‖R(λn, A)‖ → ∞ für n → ∞. D.h. ‖R(λ,A)‖ ist unbeschränkt auf Reλ = a.
Wäre A ein Erzeuger, so würde nach Satz 11 der Vorlesung ein ω ∈ R existieren mit
‖R(λn, A)‖ ≤ 1

a−ω für jedes a > ω und alle n ∈ N, ein Widerspruch.
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