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Aufgabe 1

Sei U C R? beschrinkt und offen und V cC U. Fiir u € LP(U) (1<p<o00), i =1..d und
0 < |h| < dist(V,0U) definiere den i-ten Differenzenquotienten durch

Dl'u(z) = uz + he}z) — u(@) VeeV

Ferner Sei D" definiert durch D" := (D!u, ..., D"u). Beweisen Sie die folgenden beiden
Eigenschaften:

a) Fir 1 <p<oo und ue€ H(U) gilt fiir jedes V CC U:
D" ul| 2y < ClVul 2wy Vi< ihl<Ldist(voU)
!
b) Fiir 1 <p < oo gilt: Falls ||[D"ul|;20y < C Vo< nj<Ldist(v,ou) » dann gilt

Aufgabe 243

Sei U C R beschriinkt und offen und L ein gleichmiRig streng elliptischer Differentialausdruck
zweiter Ordnung in Divergenzform definiert durch

d d
Lu = — Z Dj(a;;Diu(x)) + ZbiDz‘U + cu.

ij=1 i=1

Hierbei seien a;; € CY(U), b;,c € L>(U) fiir i,j = 1..d. In dieser Aufgabe wird gezeigt, dass
fiir jedes V CC U ein C = C(V) mit folgender Eigenschaft existiert: Ist f € L*(U) und
u € HY(U) eine Losung der Gleichung

Z /Uaij(:c)Diu(x)Djv(x) + Z /U bi(x)Dyu(z)v(x) de + /Uc(a:)u(x)v(x) dx Vv € Hy(U),
_ (1

t,j=1

so gilt: w € H*(V) und
ullz2vy < CUfllz2wy + Null e wry)-

Gehen Sie dabei wie folgt vor:

a) Sei V CC U fest und ( eine glatte Abschneidefunktion mit

(=1 aufV
(=0 auf RI\U

1



und Werten in [0, 1]. Zeigen Sie, dass

- Z / aij(x) Dyu(x) Dy [Dy (¢ D)) () do = / f(x) [D"(PDM)] (x) de (2)
i,7=1
gilt, indem Sie die Gleichung (1) mit einer entsprechenden Hj(U)-Funktion testen. Dabei
ist f:=f—> b;Du— cu
i=1

b) Benutzen Sie die Elliptizitdt um zu zeigen, dass die linke Seite von (2) abgeschétzt werden
kann durch:

3 | i@ Daata) D, [D(¢ D) )

7,7=1

2—/ C(z)|DpVu(z) | do — C’/ |Vu(z)|? de.
2 Ju U
c) Schitzen Sie die rechte Seite von (2) ab durch:

| F@ [Pipt) (@) da
gz—lACQ(x)|DZVu(x)|2dx+C/UfQ(x)+u2(x)+ | Du(z)|? d.

d) Kombinieren Sie beide Ergebnisse und verwenden Sie Aufgabe 1, um die gewiinschte
Abschétzung fiir ||ul| g2y zu erhalten.



