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Aufgabe 1
Betrachten Sie fiir festes ¢ > 0 den Matthieu-Operator
T: H*(R) C L*(R) — L*(R), Tu(x) = —u"(x) + 2q cos(z)u(r) (x € R).

Zeigen Sie, dass es keine Uberlappung der spektralen Bénder gibt. Das heift, weder das pe-
riodische noch das antiperiodische Problem auf (0,27) hat doppelten Eigenwerte. Gehen Sie
dabei wie folgt vor:

a) Angenommen \ ist ein doppelter Eigenwert des periodischen bzw. antiperiodischen Pro-
blems. Zeigen Sie, dass es zwei linear unabhéngige Losungen v, ¢ € L?(0,2m) gibt, sodass
¢ symmetrisch und @ antisymmetrisch beziiglich Spiegelung an 7 ist.

b) Sei (f,)nez das vollstindige Orthonormalsystem von L2(0,27), welches durch

1 inT
w(x) = e
fula) = —=
gegeben ist. Sei a, := (¢, fn) und b, := (¢, f,) fiir n € Z. Verwenden Sie die Eigen-

wertgleichung, um eine Rekursionsformel fir (a,) und (b,) zu finden.

c) Kombinieren Sie a) und b), um die Behauptung zu folgern.

Aufgabe 2
Sei T': D(T) C H — H ein selbstadjungierter, nach unten halbbeschriankter Operator.

a) Zeigen Sie, dass dann 7' mit seiner Friedrichs-Erweiterung tibereinstimmt.

b) Ein Unterraum C C D(T) heift Core von T, falls C' dicht ist beztiglich der Graphnorm
auf D(T'), das heifst, fiir jedes u € D(T) gilt: Fiir alle € > 0 existiert ein v € C' mit
|lu—v||g+||Tu—Tv||g < e. Ensprechend sei a: D(a) x D(a) — C eine abgeschlossene,
symmetrische, positiv definite Bilinearform. Ein Unterraum C C D(a) heikt Core von
a, falls C' dicht ist beziiglich || - ||, . Beweisen Sie:

Falls C' ein Core von T ist, so ist C' ein Core der zugehdrigen (mit entsprechendem
Shift) abgeschlossenen Bilinearform a .

Aufgabe 3
Seien a,b reelle Zahlen und Ty, 75, und Ty o definiert durch:
D(Ty) :== HZ(0,1)
D(T,p) :={u € H*(0,1) : au(0
D(Ty o) = {u € H*(0,1) : u(0) =u(1) =0}
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Ferner sei die Wirkung aller dieser Operatoren durch u — —u” fiir u im entsprechenden
Definitionsbereich erklért. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a) T, und T o sind paarweise verschiedene selbstadjungierte, nach unten halbbeschrink-
te Erweiterungen von 7j .

b) Sei t,p bzw. to o die abgeschlossene symmetrische positive Bilinearform zu 7,; bzw.
T oo Zeigen Sie, dass D(tep) DO D(toooo) Und tap(u,v) = teooo(u,v) fir alle u,v €
D(too,00) -



