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Aufgabe 1

Sei φ : R → R eine surjektive stetige Funktion. Betrachte den Operator Mφ auf L2(R) mit
Definitionsbereich

D(Mφ) := {f ∈ L2(R) : φf ∈ L2(R)}

definiert durch Mφ(f) := φf . Zeigen Sie, dass Mφ abgeschlossen ist und berechnen Sie das
Spektrum von Mφ .

Aufgabe 2

Es sei D(T ) := C∞c (R) .

T : D(T ) ⊂ L2(R)→ L2(R), f → i
df

dx

Begründen sie kurz, warum T abschließbar ist und geben Sie den Abschluss an. Vergleichen
Sie anschließend die Spektren von T und von T . Haben T oder T Eigenwerte?

Aufgabe 3

Es sei Ω ⊂ Rd ein Gebiet. Beweisen Sie die a priori-Abschätzung

‖w‖H2 ≤ ‖∆w‖L2 + ‖w‖L2 (v ∈ H2
0 (Ω)),

wobei

‖w‖2
H2 :=

∫
Ω

(
|w|2 + |∇w|2 +

d∑
i,j=1

∣∣∣∣ ∂2w

∂xi∂xj

∣∣∣∣2
)
dx.

Hinweis: Zeigen Sie die Ungleichung zunächst für C∞c (Ω) . Für w ∈ C∞c (Ω) betrachten Sie∫
Ω

∆w∆w dx und integrieren Sie partiell.
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