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13. Beweisen Sie:

(a) Für alle n ∈ N gilt

0 < e−
n∑
k=0

1
k!
<

1
n · n!

;

(b) e ist irrational. Hinweis: Man nehme an, daß

e ∈ Q mit der Darstellung e =
p

q
, p ∈ Z, q ∈ N

und führe dies mit Hilfe von Teil (a) zum Widerspruch.

K 14. Es sei (an)n≥0 eine beschränkte Folge positiver Zahlen und sn =
n∑
k=0

ak für n ∈ N0.

(a) Zeigen Sie, daß genau einer der beiden Fälle gilt:

(i) (sn)n≥0 ist konvergent
(ii) ∀ c∈N ∃n0∈N ∀n≥n0 : sn > c.

(b) Zeigen Sie: limn→∞
an
sn

= 0.

15.

(a) Beweisen Sie den Cauchyschen Verdichtungssatz:
Sei (an) eine Folge mit an ≥ 0 für alle n ∈ N und an+1 ≤ an für alle n ∈ N. Dann gilt:

∞∑
n=1

an konvergent ⇐⇒
∞∑
n=0

2na2n konvergent.

(b) Es sei α ∈ Q. Zeigen Sie, daß die Reihe
∞∑
n=1

1
nα

genau dann konvergiert, wenn α > 1.

K 16. Bestimmen Sie sämtliche Häufungswerte der Folge (an):

(a) an := (−1)n · 2n+1
3n+2

(b) an := (1 + (−1)n) · (−1)n(n+1)/2

(c) an :=
(

1 + (−1)n

2n

)3n

(d) an :=


1− 2−n für n = 3k, k ∈ N,
2 + n+1

n für n = 3k− 1, k ∈ N(
1 + 1

n

)−2n für n = 3k− 2, k ∈ N.

Weisen Sie nach, dass Sie sämtliche Häufungswerte der jeweiligen Folge bestimmt haben.


