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Teil 1

Einfiihrung

1 Gebrauchsanweisung fiir dieses Skript

Die Lehrveranstaltung Lineare Algebra hat drei Bestandteile:
e Vorlesung
e Ubung
e Tutorium.

Die Vorlesung ist eine ,,Fithrung durch die Theorie*: der Lern-Stoff wird présentiert,
die Theorie erklart und kommentiert.

Das Skript erspart Ihnen das Mitschreiben in der Vorlesung und schafft so Raum fiir
das Mitdenken. Den gréfiten Nutzen haben Sie, wenn Sie sich mit dem Abschnitt,
der jeweils gerade in der Vorlesung behandelt wird, schon vorher vertraut machen
(Zeitaufwand: 30-60 Minuten). In der Vorlesung konnen Sie dann gezielt Notizen
machen oder Fragen stellen. Ubrigens: Wenn Sie einen mathematischen Text (z.B.
dieses Skript) ,,lesen“, sollten Sie das nicht passiv, sondern aktiv mit Stift und Papier
tun. Notieren Sie sich Definitionen stichwortartig. Eine neue Definition kénnen Sie
sich viel besser merken, wenn Sie ein (méglichst einfaches) Beispiel/Gegenbeispiel
dazu kennen. Notieren Sie sich auch diese Beispiele. Machen Sie Sich den Inhalt von
(Lehr-)Sétzen ebenfalls immer an eigenen Beispielen klar. Rechnen Sie die Beispiele
im Text selber durch.

In diesem Skript sind Definitionen, Beispiele und Sétze durchnummeriert. Das soll
das Verweisen in der Vorlesung erleichtern: Sie werden jederzeit genau wissen, welche
Stelle gerade besprochen wird.

Die Ubungen dienen dazu, das Verstindnis zu vertiefen und die Theorie auf konkrete
(mathematische) Probleme anzuwenden. Wie beim Erlernen eines Instruments oder
eines Handwerks gilt auch in der Mathematik: Die Beherrschung dieser Wissen-
schaft ist nur durch konstante Anstrengung und eigene Aktivitit moéglich.
Genau dazu sind die Ubungen da. In den Tutorien besteht die Moglichkeit, in klei-
neren Gruppen gemeinsam zu iiben, zu lernen und Erfahrungen auszutauschen.
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2 How to solve it?

Das Losen von (mathematischen) Problemen ist eine Kunst, die neben Erfolgser-
lebnissen auch mit Frustrationen verbunden ist. Gerade fiir Studienanfianger stellt
sich immer wieder die Frage: Wie findet man die Lisung einer Aufgabe? Leider gibt
es dafiir kein Patentrezept. Wie so oft braucht es neben Talent auch Ausdauer und
Erfahrung. Der Mathematiker Georg Polya hat sich dennoch {iberlegt, wie eine er-
folgreiche Problemlosungs-Strategie aussehen kénnte. Hier seine Tipps (vgl. [18]),
die Thnen vielleicht helfen, weiter zu kommen:

1. Vorbereitung: die Aufgabe verstehen.

e Verstehen Sie die Fragestellung? Kennen Sie die vorkommenden Begriffe und Kon-
zepte?

e Was ist gesucht? Was ist gegeben? Wie lauten die Voraussetzungen oder Bedingun-
gen, wie die Behauptung?

e Ist es moglich, die Bedingung zu befriedigen? Ist die Bedingung ausreichend, um
die Unbekannte zu bestimmen? Oder geniigt sie nicht? Ist sie eventuell sogar wider-
spriichlich?

e Zeichen Sie Figuren und machen Sie Skizzen! Fiihren Sie passende Bezeichnungen
ein!

e Trennen Sie die verschiedenen Teile der Voraussetzung! Kénnen Sie sie hinschreiben?

2. Brainstorming: Einen Zusammenhang zwischen Gegebenem und Gesuchtem

finden und einen Plan fiir die L6ésung ausdenken.

e Haben Sie die Aufgabe schon frither gesehen? Oder haben Sie dasselbe Problem in
einer dhnlichen Form gesehen?

e Kennen Sie eine verwandte Aufgabe? Kennen Sie einen Lehrsatz, der hilfreich sein
konnte?

e Betrachten Sie die Voraussetzungen! Versuchen Sie, sich auf eine Ihnen bekannte
Aufgabe zu besinnnen, die dieselben oder dhnliche Voraussetzungen hatte.

e Hier ist eine Aufgabe, die der Thren verwandt ist und deren Losung Sie kennen.
Konnen Sie ihre Methode verwenden? Wiirden Sie irgend ein Hilfsmittel einfiihren,
damit Sie sie verwenden kénnen?

e Konnen Sie die Aufgabe anders ausdriicken? Kénnen Sie sie auf noch verschiedenere
Weise ausdriicken? Gehen Sie auf die Definition zuriick!



e Wenn Sie die vorliegende Aufgabe nicht 16sen kénnen, so versuchen Sie, zuerst eine
verwandte Aufgabe zu 16sen. Kénnen Sie Sich eine zugénglichere, verwandte Aufgabe
denken? Eine allgemeinere Aufgabe? Eine analoge Aufgabe? Kénnen Sie einen Teil
der Aufgabe 16sen? Behalten Sie nur einen Teil der Bedingungen bei und lassen Sie
den andern weg; wie weit ist die Unbekannte/Behauptung dann bestimmt, wie kann
man sie verdndern? Kénnen Sie etwas Niitzliches aus den Daten ableiten? Kénnen
Sie sich andere Daten denken, die geeignet sind, die Unbekannte zu bestimmen?
Konnen Sie die Unbekannte &ndern oder die Daten oder, wenn nétig, beides, so dass
die neue Unbekannte und die neuen Daten einander niher sind?

e Haben Sie alle Daten benutzt? Haben Sie die ganze Bedingung benutzt? Haben Sie
alle wesentlichen Begriffe in Betracht gezogen, die in der Aufgabe enthalten sind?

3. Ausarbeitung und Kontrolle: Den Plan ausfiihren und die L6sung priifen.

e Wenn Sie Ihren Plan der Losung durchfithren, so kontrollieren Sie jeden Schritt.
Konnen Sie deutlich sehen, dass der Schritt richtig ist? Kénnen Sie beweisen, dass
er richtig ist?

e Konnen Sie das Resultat kontrollieren? Koénnen Sie den Beweis kontrollieren?

e Konnen Sie das Resultat auf verschiedene Weise ableiten? Koénnen Sie es auf den
ersten Blick sehen?

e Konnen Sie das Resultat oder die Methode fiir irgend eine andere Aufgabe gebrau-
chen?

3 Was ist lineare Algebra?

Die Frage ,, Was ist Mathematik?“ ist schwierig zu beantworten und verschiedene Ma-
thematiker haben verschiedene Antworten gegeben. Ein (etwas verstaubter) Klassi-
ker ist Courant-Robbins [4]. Moderner und spannender sind Devlin [6], Davis-Hersh
[5] und Hersh [14]. Siehe auch Gowers [11] und Otte [17]. Gegeniiber anderen Wis-
senschaften zeichnen sich die Begriffssysteme und Theorien, die in der Mathematik
entwickelt werden, durch drei spezifische Merkmale aus:

1. Abstraktheit: Gegenstand der Mathematik sind Systeme von Objekten mit fi-
xierten strukturellen Beziehungen untereinander. Diese Strukturen oder Muster ste-
hen im Vordergrund; von allen weiteren Eigeschaften der Objekte wird abgesehen
(abstrahiert).

2. Genauigkeit: Ist eine mathematische Struktur (axiomatisch) fixiert, so sind alle
Aussagen iiber diese Struktur durch formales, logisches Schliefen aus den einmal
gemachten Annahmen ableitbar. Wie man das konkret macht, ist allerdings eine
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Kunst, die neben dem Beherrschen der mathematischen Techniken vor allem Intui-
tion und Einsicht in das Wesen der Sache erfordert (also etwas ganz anderes als
Logik); siehe dazu z.B. die Biicher von Hadamard [12] und Ruelle [19].

3. Allgemeinheit: Ausgangspunkt fiir den Abstraktionsprozess und die Entwick-
lung einer mathematischen Struktur ist zwar oft ein konkretes (z.B. physikalisches)
Problem oder Phénomen. Alle Aussagen, die iiber eine Struktur gewonnen wer-
den, sind aber spéter in allen Situationen anwendbar, in denen Strukturen mit den
gleichen Bedingungen vorliegen. Darauf beruht die universelle Anwendbarkeit und
Effizienz von Mathematik in andern Wissenschaften.

Diese Besonderheiten sind natiirlich auch ein Grund dafiir, weshalb das Erlernen
von Mathematik nicht so ganz einfach ist.

Wie die Frage ,Was ist Mathematik?“ lasst sich auch die Frage ,,Was ist lineare
Algebra?“ zu Beginn des Studiums nur sehr unvollstdndig und vage beantworten;
etwa so: ,Lineare Algebra ist die Theorie linearer Gleichungssysteme®. In diesem
einleitenden Kapitel begegnen wir solchen Gleichungen, einem grundlegenden Kon-
zept dieser Vorlesung, zum ersten Mal. Am Ende dieses Teils sollten Sie dann wissen,
was lineare Gleichungssysteme sind und wie man diese systematisch 16sen kann.

3.1 Lineare Gleichungen: Beispiele

In der Mathematik treten Gleichung in verschiedender Form auf. So sind etwa Iden-
titdten allgemeingiiltig:

e Fiir den Umfang U eines Kreises vom Radius R gilt immer U = 27 R.

e Fiir ein rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenlédngen a, b und Hypothenusenlédnge

c gilt immer der Satz von Pythagoras a? + b* = ¢%.

e Fiir die Zahlen 0,1, e, 7 und die imaginére Einheit i = v/—1 gilt die Eulersche
Identitdt e™ + 1 = 0.

Dagegen gelten Bestimmungsgleichungen jeweils nur fiir gewisse Werte, eben die
Losungen, aus einer vorgegebenen Grundmenge:

e 72 = 2 hat keine Losung in der Grundmenge der natiirlichen Zahlen N =
{1,2,3,...}, aber die Losungen ++/2 und —/2 in der Grundmenge R der
reellen Zahlen.

o 12 +y? =1 gilt fiir alle Punkte (z,y) auf dem Kreis mit Radius 1 und Zentrum
(0,0) in der xy-Ebene.
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Zentraler Gegenstand der linearen Algebra sind Bestimmungsgleichungen von relativ
einfacher Bauart, sogenannte lineare Gleichungen, wie etwa = + y = 2. Geome-
trisch ist die Menge der Losungen dieser Gleichung die Gerade ¢; in der xy-Ebene.

(

AN

N

g1

Solche Gleichungen treten in vielen alltédglichen Situationen auf. Zum Beispiel bei
der Frage: In welchem Verhiltnis muss man eine 20%-ige Losung und eine 70%-ige
Losung mischen, um eine 30%-ige Losung zu erhalten?

Ein (lineares) Gleichungssystem besteht aus mehreren linearen Gleichungen.

Das Gleichungssystem

T4y =2 (3.1)
r—y=1
beschreibt die Geraden gyund gs.
Y
2

N

/@

Q

= P
=

Die Losungsmenge ist die Menge aller Punkte der zy-Ebene, die simultan beide
Gleichungen erfiillen, also sowohl auf g; als auch auf gy liegen. Aus der Abbildung
sieht man, dass die Losungsmenge £ nur aus dem Punkt p besteht: L = {p}.
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Um p zu bestimmen, kann man formal so vorgehen: Aus (3.2) folgt y = = — 1.
Eingesetzt in (3.1) erhalten wir x + (z — 1) = 2, also 2z = 3 oder z = 2 und damit

2
y:w—lzg—lzé,d.h.p:(%,%).

Zwei Geraden in der Ebene konnen auch parallel sein, z.B. sind

T+y=2

z+y=0
parallel.

Y

Es gibt also keine Schnittpunkte, was wiederum bedeutet, dass das Gleichungssystem
keine Losung hat: £ = ().

Fiir das System

TH+y=2
3r+3y =6

fallen beide Geraden zusammen und alle Punkte der Geraden sind ,,Schnittpunkte®:
das Gleichungssystem hat unendlich viele Lésungen.

Anstatt lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten (oder Variablen) konnen wir
natiirlich auch solche mit drei Unbekannten x, y und z betrachten, etwa

r+y+z=—6 (3.3)
T+ 2y + 3z = —10.

Geometrisch sind das zwei Ebenen im zyz-Raum.
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Aus der Abbildung sieht man, dass sich diese Ebenen in einer Geraden schneiden.

Wie kann man diese Schnittgerade, also die Losungsmenge des Systems (3.3) und
(3.4), formal bestimmen?

Aus (3.4) folgt x = —2y—32—10, in (3.3) eingesetzt also (—2y—3z—10)+y+2z = —6
oder vereinfacht —y—2z = 4, alsoy = —2z—4und x = —2(—22—4)—-32z—10 = z—2.
Dabei ist die Variable z beliebig wihlbar. Wir erhalten eine Parametrisierung der
Losungsmenge (oder, geometrisch, der Schnittgeraden):

L={(t—2, —2t—4, t) |t eine beliebige reelle Zahl}.

Zwei Ebenen kénnen auch parallel sein. Das Gleichungssystem hat dann keine Losung,
d.h. L =10, z.B.

r+y+z=-6
r+y+z=0.

Oder die Ebenen kénnen zusammenfallen und man hat unendlich viele Losungen,
z.B.

T+y+z=-—6
—r—y—z2=0.
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Damit man genau eine Losung (also, geometrisch, genau einen Schnittpunkt) erhlt,
bendtigt man drei Ebenen, z.B. hat

r+y+z=-—6
T4+ 2y+3z2=-10
2 4+ 3y 4+ 62 = —18

die Losungsmenge L = {(—3, -2, —1)}.

In der Praxis hat man es oft mit linearen Gleichungssystemen mit sehr vielen (z.B.
200) Unbestimmten zu tun und es stellt sich die Frage, ob, und wenn ja, wie man
solche Systeme 16sen kann. Ziel der linearen Algebra ist es deshalb, die allgemeinen
Strukturen, die solchen linearen Gleichungssystemen zugrunde liegen, zu finden und
systematisch zu analysieren. Dazu machen wir einen (in der Mathematik typischen)
allgemeinen Ansatz.

3.2 Lineare Gleichungssysteme: allgemein

In den vorhergehenden Beispielen konnten wir die Losungen der Gleichungssysteme
mit zwei Unbestimmten x,y bzw. drei Unbestimmten z, y, 2 geometrisch als Punkte
in der ,Ebene“ R? bzw. im ,,Raum* R? auffassen. Fiir Gleichungssysteme mit n Un-
bestimmten 1, ..., z, definieren wir den reellen Standardraum R"” als die Menge
aller reellen n-Tupel,

R" ={(z1,...,z) | z1,..., 2, € R}.

Die (rellen) Losungen fiir Gleichungssysteme in n Unbestimmten sind dann Elemente
oder Punkte im Standardraum R™.

Definition 3.1 Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und

n Unbestimmten x4, ..., z, ist gegeben durch
a1 + aprs + ... 4+ apmr, = b
a1y + axpry + ... + a/2n.,$n = by (3.5)
Am1T1 + QmaTa + ... + GmnTn = bm
Die a;j,b; firi =1,...,mund j = 1,...,n heiBen Koeflizienten und sind gegebene
reelle Zahlen. Die z; fiir j = 1,..., n heilen Unbestimmte (oder Unbekannte oder

Variablen) und sind gesucht.

Sind in (3.5) alle b, = 0 (i = 1,...,m), so heiit das LGS homogen, und sonst
inhomogen.
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Definition 3.2 Die Losungsmenge des reellen linearen Gleichungssystems (3.5)
ist die Teilmenge L von R™ bstehend aus allen n-Tupeln (z1,...,z,), die bei ge-
gebenen Koeffizienten a;;,b; (1 =1,...,mund j = 1,...,n) alle m Gleichungen in
(3.5) simultan erfiillen.

Wie soll man nun vorgehen, um Losungen des LGS (3.5) zu finden? Dazu definieren
wir zunéchst einfache Manipulationen des Systems:

Definition 3.3 Elementar-Operationen fiir das LGS (3.5) sind Umformungen
der folgenden Art

(I) Vertauschen von zwei Gleichungen.
(IT) Ersetzen einer Gleichung durch ihr A-faches mit A € R und X # 0.

(III) Ersetzen der i-ten Gleichung durch die Summe der i-ten und dem A-fachen der
j-ten Gleichung (i # j, A € R).

Die Niitzlichkeit dieser Umformungen liegt in folgender Tatsache

Satz 3.4 Die Losungsmenge L des LGS (3.5) wird bei einer (und damit auch endlich
vielen) Elementar-Operation nicht gedndert.

Wie immer in der Mathematik muss man eine solche Behauptung beweisen!

BEWEIS: Es reicht zu zeigen, dass eine einzige Zeilenumformung vom Typ (I), (II)
oder (III) die Losungsmenge nicht dndert, denn dann dndern auch wiederholte der-
artige Umformungen nichts.

Fiir Typ (I) ist dies klar, denn die Reihenfolge der Gleichungen &dndert nichts an der
Tatsachen, dass alle simultan erfiillt sein miissen.

Typ (II): Erfillt @ = (24, ...,z,) die Gleichung
a1 + -+ Qinln = bi,

so auch
)\aﬂxl + -+ /\ammn = )\bz

Gilt umgekehrt fiir x = (zy,...,z,) die Gleichung
ATy + -+ ATy, = by,

so kann man durch A dividieren (hier braucht man A # 0) und sieht, dass z =
(x1,...,x,) auch die urspriingliche Gleichung

apnr1+ -+ apx, = b;
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erfillt.

Bei einer Umformung vom Typ (III) sind nur die Gleichungen ¢ und j betroffen.
Daher geniigt es, zu zeigen, dass die beiden Systeme

anx1 + apxres + ... + apr, = b (%)
;121 + A joT2 + ... + Ainly = bj
und
(aﬂ + /\ajl)xl + (aiQ + )\ajg)wg 4+ ... + (am + /\ajn)xn = bz + /\b] (**)
;121 + Qo2 + ... + Ajndnp = b]

die gleiche Losungsmenge haben. Erfiillt aber # = (x4, ..., x,) die Gleichungen (x),
so erfiillt x auch die zweite Gleichung von (#x). Durch Addition des A-fachen der
zweiten Gleichung von (x) zur ersten Gleichung folgt, dass x auch die erste Gleichung
von (xx) erfiillt. Umgekehrt folgt durch Subtraktion des A-fachens der zweiten Glei-
chung aus (*%) von der ersten aus (#x*) auch die erste Gleichung von (x). Damit folgt,
dass ein z, das (xx) erfiillt auch (x) erfiillt. [

Nach Satz 3.4 kann man (mindestens im Prinzip) ein ,kompliziertes“ LGS in ein
einfacheres” umformen.

3.3 Wie man ein LGS l6sen kann: Der Gauflsche Algorith-
mus

Ein systematisches Verfahren (Algorithmus) zur Losung eines allgemeinen linearen
Gleichungssystems geht auf Carl Friedrich Gaul (1777-1855) zuriick. Das Prinzip
war aber chinesischen Mathematikern schon vor mehr als 2000 Jahren bekannt.

3.3.1 Zuerst ein Beispiel

Wir fithren das Gaufische Verfahren zunédchst anhand von Beispielen vor.

Beispiel 3.5 Wir betrachten folgendes reelles LGS, das einen Parameter a € R
enthélt.

r1 + Ty — 3$3 -+ Ty = 1
2331 + T2 + r3 — Ty =

209 — 1323 + x4 = -1

2r7 — x99 + ldzs — 224 = a

1. Schritt: Wir addieren das (—2)-fache der ersten Gleichung zur zweiten und vierten
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Gleichung und erhalten

ry + X9 — 3:173 + 14 1 j+
— Ty + Trg — 3xy = —2 2 4-3
209 — 13z3 + =y = —1 J +
— 3x9 + 2023 — 4x4 = a—2 +

2. Schritt: Wir addieren die oben angegebenen Vielfachen der zweiten Gleichung zu
den anderen Gleichungen und multiplizieren die zweite Gleichung schliellich noch
mit —1:
T + 41’3 — 21‘4 = -1 +
To — Txs + 3xry = 2 +
y

T3 — Oxy = —9D - 7
— x3 4+ 5xr4y = a+4 Q+
3. Schritt: Wir addieren die angegebenen Vielfachen der dritten Gleichung zu den
anderen Gleichungen:

T + 18174 = 19
To — 32(I)4 = — 33

r3 — OSry = —9
Ory, = a-—1.

Damit ist das Verfahren beendet. Nach Satz 3.4 hat das LGS, von dem wir ausge-
gangen sind, dieselbe Losungsmenge wie das zuletzt erhaltene LGS. Aus der letzten
Gleichung ergibt sich, dass das LGS fiir a # 1 unlosbar ist. Fiir a = 1 ist das LGS
I6sbar; die Losungsmenge lédsst sich aus

rT = 19 — 181’4
To9 = —33 + 321‘4
r3 = -5+ 51‘4

unmittelbar ablesen. Man sieht, dass x4 beliebig wihlbar ist, wihrend x1, 9, x3 nach
Wahl von z, eindeutig bestimmt sind. Schreiben wir noch ¢ anstelle von x4, so lésst
sich jedes Element x der Losungsmenge L folgendermafien darstellen:

(21, 2, 23, 24) = (19, =33, —5,0) + (—18,32,5,1)

oder
r=u+tv, teR.

Beobachtung: u = (19, —33,—5,0) ist eine Losung des LGS und v = (—18,32,5,1)
eine Losung des zugehorigen homogenen LGS.
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3.3.2 Die wesentlichen Daten: Matrizen

Die durchgefiihrten Elementaroperationen verdndern lediglich die Koeffizienten des
LGS. Wenn also die Zugehorigkeit der Koeffizienten zu den Variablen klar ist, kann
man sich das Schreiben der Variablen x4, ..., x, ersparen. Zu diesem Zweck fiihren
wir die 6konomische Matrixschreibweise ein.

Definition 3.6 Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten ist ein rechteckiges

Schema von m mal n Zahlen a;; mit ¢ =1,...,m und j =1,...,n der Form
ay;  aiz - Qip
Qg1 Qg2 -+ Q2p
Am1 Am2 *°°  OGmp

Merkregel fiir die Reihenfolge der Indizes: | Zeile zuerst, Spalte spéter.‘

Einem linearen Gleichungssystem kann man wie folgt eine Matrix zuordnen: Im
»Schnittpunkt® der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte hat die Matrix des LGS (3.5)
den Eintrag a;.

11 A12 A1n
21  A22 Q2n,

(3.6)
Am1 Am2  * - Amn

Die erweiterte Matrix des LGS (3.5) enthélt als letzte Spalte zusétzlich by, . .., by,:

a11 a2 ar, by
21  A22 agz, by

(3.7)
Am1 Am2  * Amn bm

Beispiel 3.7 Wir betrachten das reelle LGS

200 + 4x3 — 214 + x5 + Txg = —1
1 + x3 + 314 — 1z = 1
r1 + x> 4+ 3x3 + 234 + x¢ = 1

To + 223 — x4 — 5 — x5 = 1
3xr1 4+ 2x9 4+ Trz + Txy — x5 — 214 a
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mit der erweiterten Matrix

024 -2 1 7T =1

101 3 0o -1 1 -1 —31
113 2 0 1 1 j+
012 -1 -1 -1 1

327 7T =1 =2 a +

1. Schritt: Wir addieren das (—1)-fache der zweiten Gleichung (bzw. Matrix-Zeile)
zur dritten und das (—3)-fache der zweiten Gleichung (bzw. Matrix-Zeile) zur letzten.
SchlieBlich vertauschen wir noch die ersten beiden Gleichungen, damit die Eins links
oben steht, und erhalten folgende Matrix:

1 01 3 0 -1 1

024 -2 1 7 -1 +

012 -1 0 2 0 j—2 -1 —2]
012 -1 -1 -1 1 4+
024 -2 -1 1 a-—3 +

2. Schritt: Wir addieren die angegebenen Vielfachen der dritten Gleichung zur zwei-
ten, vierten und fiinften Gleichung. Dann vertauschen wir noch die zweite und dritte
Gleichung, damit die Eins links oben im ,, Késtchen“ steht, und erhalten

101 3 0o -1 1

012 -1 0 2 0

000 O 1 3 -1

000 o0 -1 -3 1 1+
000 0 -1 =3 a-3 +

3. Schritt: Wegen den Nullen in der dritten und vierten Spalte konnen wir die dritte
und vierte Variable iiberspringen. Wir addieren die dritte Gleichung zur vierten und
fiinften Gleichung und bekommen

101 3 0 -1 1
012 —-10 2 0
0oo0oo0 0 1 3 -1
000 0 0 O 0
000 O O 0 a—4

Das Verfahren ist damit beendet. Das zugehorige LGS

T + T3 + 3%4 — Tg — 1
To + 2x3 — x4 + 2x¢ = 0

Ts + 31‘6 = -1

Oxg = 0

Oxg = a—4
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hat dieselbe Losungsmenge wie das Ausgangssystem und ist fiir a # 4 unldsbar, fiir
a = 4 Iésbar. Die Losungsmenge lasst sich (fiir a = 4) aus

r, = 1 — r3 — 31’4 + Te
T9g = — 2.’E3 + Ty — 2.T6
Iy = —1 — 3.1'6

ablesen: Setzen wir w3 = t1, x4 = 9, xg = t3, S0 bekommt man

T, = 1 — t — 3ty + i3
To = — 2t1 + t2 - 2t3
T3 = 131
Ty = ty ’
rs = —1 — 33
Te = ls
und die Losungsmenge besteht aus allen Elementen x = (z1,...,7¢) € RS, die sich

darstellen lassen als
T=u-+tv +tavg+1tz3vs mit t1,t9,t3 € R

mit
u=(1,0,0,0,—1,0), v =(-1,-2,1,0,0,0),

U2 = (_37170717070)7 V3 = (17_270707 —3, 1)

3.3.3 Das allgemeine Vorgehen

Gegeben sei das relle LGS (3.5) mit m,n € N und reellen Koeffizienten a;, b; und
der erweiterten Matrix (3.7).

Ziel ist es, die erweiterte Matrix (A | b) durch elementare Zeilenoperationen moglichst
zu vereinfachen, d.h. moglichst viele Eintréige zu Null (oder Eins) zu machen.

Der Fall, dass alle a;, Null sind, ist uninteressant: Dann ist ndmlich entweder (3.5)
unlosbar (falls es ein b; # 0 gibt), oder die Losungsmenge ist R™ (falls alle b; = 0
sind). Wir werden also im Folgenden annehmen, dass es mindestens ein a;, # 0 gibt.

1. Schritt: Ist ein Element a;; in der ersten Spalte von (3.5) von Null verschieden, so
lasst sich (notigenfalls durch eine Vertauschung (I)) erreichen, dass aq; # 0. Weiter
kann man durch Elementaroperationen (II) und (III) erreichen, dass a;; = 1 und
a;17 = 0: Man multipliziert dazu die 1. Zeile mit ﬁ und addiert zur i-ten Zeile das
—a;-fache der ersten Zeile (i = 2,...,m). Sind dagegen alle Elemente der ersten
Spalte Null und kommt in der k-ten Spalte zum ersten Mal ein von Null verschiedenes
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Element vor, so kann man entsprechend a1, = 1, a;z =0 (i = 2,...,m) erreichen.
(3.5) geht somit im ersten Schritt iiber in

0 01 dy e b
(.) al2,]'<:+1 U aIZn bIQ (38)
0 00 o d B,

2. Schritt: Ist mindestens eins der agj mit ¢ > 2 und 5 > k+1 von Null verschieden,
so verfahrt man wie beim ersten Schritt und erhéilt eine erweiterte Matrix der Form

0 0 1 = x ok ok x %
00 0 1 =* * %
0 = * ok (3.9)
O -~ 000 -+ 00 % -+ *x x
Gibt es noch von Null verschiedene Koeffizienten in den Zeilen 3,4, ... (mit Aus-

nahme der Elemente in der letzten Spalte), so folgt in entsprechender Weise ein 3.
Schritt usw.

Das Verfahren ist beendet, wenn entweder in den letzten Zeilen nur noch Nullen
stehen (bis auf die Elemente in der letzten Spalte) oder wenn man mit der zuletzt
erhaltenen Eins die letzte Spalte oder Zeile der einfachen (d.h. nicht erweiterten)
Matrix erreicht hat. Die Endgestalt der Matrix hat schlieflich folgende Zeilen-
Stufen-Form:

0 -+ 0|1 % -+ % % %--+% % % -+- *x|
00 -+ 01 *---%
0 * Sl
: ‘1 s ke |- (3.10)
00 -+ 0]cm
0 000 0 0 0 0 0] cm

Aus (3.10) liest man ab:

Folgerung 3.8 Das zu (3.10) gehdrige LGS und damit nach Satz 3.4 auch das LGS
(3.5) ist genau dann lésbar, wenn gilt ¢,41 = ¢py9 = ... = ¢ = 0.
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3 Was ist lineare Algebra?

Durch weitere Zeilenumformungen kann man erreichen, dass oberhalb der Einsen
iiberall Nullen stehen. So erhélt man schliefllich die Gaufische Normalform des

LGS (3.5):

0 -« 0|1 % «++ % 0 %---%x 0 % dy
: 200 - 01 keeex :
: Do 0 .0
‘1 * d,
00 Ayt
0 000 - 00 00 dpm,

(3.11)

Parametrisierung der Loésungsmenge: Falls das zu (3.11) bzw. (3.5) gehorige
LGS losbar ist (also d,11 = ... = d,, = 0), so lassen sich alle Losungen von (3.5) an

(3.11) ablesen.

Um die Darstellung zu vereinfachen, nehmen wir an, dass die Gaufsche Normalform

folgende Gestalt hat

1 0 0 0|aj, ay, | di
0/ 1 0 : :

0 0|1

: 0 : : :

0 0 |1]a,, ay, | dr
: 0 0 0 (0
0 0 0 0 0 |0

(3.12)

Durch eine Umordnung der Spalten von A, d.h. eine andere Numerierung der Un-
bekannten des LGS, kann man das stets erreichen.

Man wihlt dann (wie im Beispiel) ¢1,...,t,_, € R als Parameter und setzt

Lyl = tl, Lpyo 1= tg, N

y Tn t=tpop.
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Aus (3.12) erhdlt man dann fiir die restlichen » Unbekannten:

i = d1 — tl CL/1/’T+1 — e — tn_,« CLlll771
v, = d. — ta,,, — - — tn,a,
(3.13)
Try1 = t
Tn = tnfr
Durchlaufen t,...,t,_, jeweils alle reellen Zahlen, so erhélt man mit (3.13) alle
Losungen von (3.5). Fir t; = ... = t,_, = 0 ergibt sich speziell die Losung x =

(di,....d,0,...,0).

Folgerung 3.9 Ein homogenes LGS mit mehr Unbekannten als Gleichungen (n >
m) ist immer nichtrivial I6sbar (d.h. hat nicht nur die Null-Lésung).

3.4 Einige weiterfithrende Fragen

e Wir haben in diesem Abschnitt bereits die Begriffe Menge, Teilmenge, Losungs-
menge verwendet und sind ,,intuitiv¢ damit umgegangen. Wie lassen sich diese
Begriffe prézisieren, welche Schreibweisen gibt es dafiir und welche Operatio-
nen kann man mit Mengen ausfithren?

e Wie kann man das logische Schlieflen (etwa im Beweis von Satz 3.4) systema-
tisieren und iibersichtlich darstellen? Was fiir logische Operationen gibt es?
Was fiir Beweis-Methoden gibt es?

e Gibt es noch weitere ,,Zahlbereiche“, mit denen man formal wie mit den reellen
oder den rationalen Zahlen rechnen kann?

e Kann man herausfinden, ob ein gegebenes lineares Gleichungssystem eine Losung
hat, ohne den Gaufschen Algorithmus durchzufiihren? Kann man a priori et-
was iiber die mogliche Anzahl der Losungen sagen? (Gibt es z.B. ein LGS,
dessen Losungsmenge genau zwei Elemente enthélt?)

e Was sind die algemeinen Eigenschaften (Struktur) der Losungsmenge eines

LGS?



