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Teil I

Einführung

1 Gebrauchsanweisung für dieses Skript

Die Lehrveranstaltung Lineare Algebra hat drei Bestandteile:

• Vorlesung

• Übung

• Tutorium.

Die Vorlesung ist eine
”
Führung durch die Theorie“: der Lern-Sto↵ wird präsentiert,

die Theorie erklärt und kommentiert.

Das Skript erspart Ihnen das Mitschreiben in der Vorlesung und scha↵t so Raum für
das Mitdenken. Den größten Nutzen haben Sie, wenn Sie sich mit dem Abschnitt,
der jeweils gerade in der Vorlesung behandelt wird, schon vorher vertraut machen
(Zeitaufwand: 30-60 Minuten). In der Vorlesung können Sie dann gezielt Notizen
machen oder Fragen stellen. Übrigens: Wenn Sie einen mathematischen Text (z.B.
dieses Skript)

”
lesen“, sollten Sie das nicht passiv, sondern aktiv mit Stift und Papier

tun. Notieren Sie sich Definitionen stichwortartig. Eine neue Definition können Sie
sich viel besser merken, wenn Sie ein (möglichst einfaches) Beispiel/Gegenbeispiel
dazu kennen. Notieren Sie sich auch diese Beispiele. Machen Sie Sich den Inhalt von
(Lehr-)Sätzen ebenfalls immer an eigenen Beispielen klar. Rechnen Sie die Beispiele
im Text selber durch.

In diesem Skript sind Definitionen, Beispiele und Sätze durchnummeriert. Das soll
das Verweisen in der Vorlesung erleichtern: Sie werden jederzeit genau wissen, welche
Stelle gerade besprochen wird.

Die Übungen dienen dazu, das Verständnis zu vertiefen und die Theorie auf konkrete
(mathematische) Probleme anzuwenden. Wie beim Erlernen eines Instruments oder
eines Handwerks gilt auch in der Mathematik: Die Beherrschung dieser Wissen-
schaft ist nur durch konstante Anstrengung und eigene Aktivität möglich.
Genau dazu sind die Übungen da. In den Tutorien besteht die Möglichkeit, in klei-
neren Gruppen gemeinsam zu üben, zu lernen und Erfahrungen auszutauschen.
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2 How to solve it?

Das Lösen von (mathematischen) Problemen ist eine Kunst, die neben Erfolgser-
lebnissen auch mit Frustrationen verbunden ist. Gerade für Studienanfänger stellt
sich immer wieder die Frage: Wie findet man die Lösung einer Aufgabe? Leider gibt
es dafür kein Patentrezept. Wie so oft braucht es neben Talent auch Ausdauer und
Erfahrung. Der Mathematiker Georg Polya hat sich dennoch überlegt, wie eine er-
folgreiche Problemlösungs-Strategie aussehen könnte. Hier seine Tipps (vgl. [18]),
die Ihnen vielleicht helfen, weiter zu kommen:

1. Vorbereitung: die Aufgabe verstehen.

• Verstehen Sie die Fragestellung? Kennen Sie die vorkommenden Begri↵e und Kon-
zepte?

• Was ist gesucht? Was ist gegeben? Wie lauten die Voraussetzungen oder Bedingun-
gen, wie die Behauptung?

• Ist es möglich, die Bedingung zu befriedigen? Ist die Bedingung ausreichend, um
die Unbekannte zu bestimmen? Oder genügt sie nicht? Ist sie eventuell sogar wider-
sprüchlich?

• Zeichen Sie Figuren und machen Sie Skizzen! Führen Sie passende Bezeichnungen
ein!

• Trennen Sie die verschiedenen Teile der Voraussetzung! Können Sie sie hinschreiben?

2. Brainstorming: Einen Zusammenhang zwischen Gegebenem und Gesuchtem

finden und einen Plan f

¨

ur die L

¨

osung ausdenken.

• Haben Sie die Aufgabe schon früher gesehen? Oder haben Sie dasselbe Problem in
einer ähnlichen Form gesehen?

• Kennen Sie eine verwandte Aufgabe? Kennen Sie einen Lehrsatz, der hilfreich sein
könnte?

• Betrachten Sie die Voraussetzungen! Versuchen Sie, sich auf eine Ihnen bekannte
Aufgabe zu besinnnen, die dieselben oder ähnliche Voraussetzungen hatte.

• Hier ist eine Aufgabe, die der Ihren verwandt ist und deren Lösung Sie kennen.
Können Sie ihre Methode verwenden? Würden Sie irgend ein Hilfsmittel einführen,
damit Sie sie verwenden können?

• Können Sie die Aufgabe anders ausdrücken? Können Sie sie auf noch verschiedenere
Weise ausdrücken? Gehen Sie auf die Definition zurück!
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• Wenn Sie die vorliegende Aufgabe nicht lösen können, so versuchen Sie, zuerst eine
verwandte Aufgabe zu lösen. Können Sie Sich eine zugänglichere, verwandte Aufgabe
denken? Eine allgemeinere Aufgabe? Eine analoge Aufgabe? Können Sie einen Teil
der Aufgabe lösen? Behalten Sie nur einen Teil der Bedingungen bei und lassen Sie
den andern weg; wie weit ist die Unbekannte/Behauptung dann bestimmt, wie kann
man sie verändern? Können Sie etwas Nützliches aus den Daten ableiten? Können
Sie sich andere Daten denken, die geeignet sind, die Unbekannte zu bestimmen?
Können Sie die Unbekannte ändern oder die Daten oder, wenn nötig, beides, so dass
die neue Unbekannte und die neuen Daten einander näher sind?

• Haben Sie alle Daten benutzt? Haben Sie die ganze Bedingung benutzt? Haben Sie
alle wesentlichen Begri↵e in Betracht gezogen, die in der Aufgabe enthalten sind?

3. Ausarbeitung und Kontrolle: Den Plan ausf

¨

uhren und die L

¨

osung pr

¨

ufen.

• Wenn Sie Ihren Plan der Lösung durchführen, so kontrollieren Sie jeden Schritt.
Können Sie deutlich sehen, dass der Schritt richtig ist? Können Sie beweisen, dass
er richtig ist?

• Können Sie das Resultat kontrollieren? Können Sie den Beweis kontrollieren?

• Können Sie das Resultat auf verschiedene Weise ableiten? Können Sie es auf den
ersten Blick sehen?

• Können Sie das Resultat oder die Methode für irgend eine andere Aufgabe gebrau-
chen?

3 Was ist lineare Algebra?

Die Frage
”
Was ist Mathematik?“ ist schwierig zu beantworten und verschiedene Ma-

thematiker haben verschiedene Antworten gegeben. Ein (etwas verstaubter) Klassi-
ker ist Courant-Robbins [4]. Moderner und spannender sind Devlin [6], Davis-Hersh
[5] und Hersh [14]. Siehe auch Gowers [11] und Otte [17]. Gegenüber anderen Wis-
senschaften zeichnen sich die Begri↵ssysteme und Theorien, die in der Mathematik
entwickelt werden, durch drei spezifische Merkmale aus:

1. Abstraktheit: Gegenstand der Mathematik sind Systeme von Objekten mit fi-
xierten strukturellen Beziehungen untereinander. Diese Strukturen oder Muster ste-
hen im Vordergrund; von allen weiteren Eigeschaften der Objekte wird abgesehen
(abstrahiert).

2. Genauigkeit: Ist eine mathematische Struktur (axiomatisch) fixiert, so sind alle
Aussagen über diese Struktur durch formales, logisches Schließen aus den einmal
gemachten Annahmen ableitbar. Wie man das konkret macht, ist allerdings eine
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Kunst, die neben dem Beherrschen der mathematischen Techniken vor allem Intui-
tion und Einsicht in das Wesen der Sache erfordert (also etwas ganz anderes als
Logik); siehe dazu z.B. die Bücher von Hadamard [12] und Ruelle [19].

3. Allgemeinheit: Ausgangspunkt für den Abstraktionsprozess und die Entwick-
lung einer mathematischen Struktur ist zwar oft ein konkretes (z.B. physikalisches)
Problem oder Phänomen. Alle Aussagen, die über eine Struktur gewonnen wer-
den, sind aber später in allen Situationen anwendbar, in denen Strukturen mit den
gleichen Bedingungen vorliegen. Darauf beruht die universelle Anwendbarkeit und
E�zienz von Mathematik in andern Wissenschaften.

Diese Besonderheiten sind natürlich auch ein Grund dafür, weshalb das Erlernen
von Mathematik nicht so ganz einfach ist.

Wie die Frage
”
Was ist Mathematik?“ lässt sich auch die Frage

”
Was ist lineare

Algebra?“ zu Beginn des Studiums nur sehr unvollständig und vage beantworten;
etwa so:

”
Lineare Algebra ist die Theorie linearer Gleichungssysteme“. In diesem

einleitenden Kapitel begegnen wir solchen Gleichungen, einem grundlegenden Kon-
zept dieser Vorlesung, zum ersten Mal. Am Ende dieses Teils sollten Sie dann wissen,
was lineare Gleichungssysteme sind und wie man diese systematisch lösen kann.

3.1 Lineare Gleichungen: Beispiele

In der Mathematik treten Gleichung in verschiedender Form auf. So sind etwa Iden-
titäten allgemeingültig:

• Für den Umfang U eines Kreises vom Radius R gilt immer U = 2⇡R.

• Für ein rechtwinkliges Dreieck mit Kathetenlängen a, b und Hypothenusenlänge
c gilt immer der Satz von Pythagoras a2 + b2 = c2.

• Für die Zahlen 0, 1, e,⇡ und die imaginäre Einheit i =
p
�1 gilt die Eulersche

Identität e⇡i + 1 = 0.

Dagegen gelten Bestimmungsgleichungen jeweils nur für gewisse Werte, eben die
Lösungen, aus einer vorgegebenen Grundmenge:

• x2 = 2 hat keine Lösung in der Grundmenge der natürlichen Zahlen =
{1, 2, 3, . . .}, aber die Lösungen +

p
2 und �

p
2 in der Grundmenge der

reellen Zahlen.

• x2 +y2 = 1 gilt für alle Punkte (x, y) auf dem Kreis mit Radius 1 und Zentrum
(0, 0) in der xy-Ebene.
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Zentraler Gegenstand der linearen Algebra sind Bestimmungsgleichungen von relativ
einfacher Bauart, sogenannte lineare Gleichungen, wie etwa x + y = 2. Geome-
trisch ist die Menge der Lösungen dieser Gleichung die Gerade g1 in der xy-Ebene.

x

y

g1

2

Solche Gleichungen treten in vielen alltäglichen Situationen auf. Zum Beispiel bei
der Frage: In welchem Verhältnis muss man eine 20%-ige Lösung und eine 70%-ige
Lösung mischen, um eine 30%-ige Lösung zu erhalten?

Ein (lineares) Gleichungssystem besteht aus mehreren linearen Gleichungen.

Das Gleichungssystem

x + y = 2 (3.1)

x� y = 1 (3.2)

beschreibt die Geraden g1und g2.

x

y

g1

g2

2

�1

p

Die Lösungsmenge ist die Menge aller Punkte der xy-Ebene, die simultan beide
Gleichungen erfüllen, also sowohl auf g1 als auch auf g2 liegen. Aus der Abbildung
sieht man, dass die Lösungsmenge L nur aus dem Punkt p besteht: L = {p}.
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Um p zu bestimmen, kann man formal so vorgehen: Aus (3.2) folgt y = x � 1.
Eingesetzt in (3.1) erhalten wir x + (x� 1) = 2, also 2x = 3 oder x = 3

2 und damit
y = x� 1 = 3

2 � 1 = 1
2 , d.h. p = (3

2 ,
1
2).

Zwei Geraden in der Ebene können auch parallel sein, z.B. sind

x + y = 2

x + y = 0

parallel.

x

y

Es gibt also keine Schnittpunkte, was wiederum bedeutet, dass das Gleichungssystem
keine Lösung hat: L = ;.
Für das System

x + y = 2

3x + 3y = 6

fallen beide Geraden zusammen und alle Punkte der Geraden sind
”
Schnittpunkte“:

das Gleichungssystem hat unendlich viele Lösungen.

Anstatt lineare Gleichungen mit zwei Unbekannten (oder Variablen) können wir
natürlich auch solche mit drei Unbekannten x, y und z betrachten, etwa

x + y + z = �6 (3.3)

x + 2y + 3z = �10. (3.4)

Geometrisch sind das zwei Ebenen im xyz-Raum.
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Aus der Abbildung sieht man, dass sich diese Ebenen in einer Geraden schneiden.

Wie kann man diese Schnittgerade, also die Lösungsmenge des Systems (3.3) und
(3.4), formal bestimmen?

Aus (3.4) folgt x = �2y�3z�10, in (3.3) eingesetzt also (�2y�3z�10)+y+z = �6
oder vereinfacht �y�2z = 4, also y = �2z�4 und x = �2(�2z�4)�3z�10 = z�2.
Dabei ist die Variable z beliebig wählbar. Wir erhalten eine Parametrisierung der
Lösungsmenge (oder, geometrisch, der Schnittgeraden):

L = {(t� 2, �2t� 4, t) | t eine beliebige reelle Zahl}.

Zwei Ebenen können auch parallel sein. Das Gleichungssystem hat dann keine Lösung,
d.h. L = ;, z.B.

x + y + z = �6

x + y + z = 0.

Oder die Ebenen können zusammenfallen und man hat unendlich viele Lösungen,
z.B.

x + y + z = �6

�x� y � z = 6.
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Damit man genau eine Lösung (also, geometrisch, genau einen Schnittpunkt) erhält,
benötigt man drei Ebenen, z.B. hat

x + y + z = �6

x + 2y + 3z = �10

2x + 3y + 6z = �18

die Lösungsmenge L = {(�3,�2,�1)}.
In der Praxis hat man es oft mit linearen Gleichungssystemen mit sehr vielen (z.B.
200) Unbestimmten zu tun und es stellt sich die Frage, ob, und wenn ja, wie man
solche Systeme lösen kann. Ziel der linearen Algebra ist es deshalb, die allgemeinen
Strukturen, die solchen linearen Gleichungssystemen zugrunde liegen, zu finden und
systematisch zu analysieren. Dazu machen wir einen (in der Mathematik typischen)
allgemeinen Ansatz.

3.2 Lineare Gleichungssysteme: allgemein

In den vorhergehenden Beispielen konnten wir die Lösungen der Gleichungssysteme
mit zwei Unbestimmten x, y bzw. drei Unbestimmten x, y, z geometrisch als Punkte
in der

”
Ebene“ 2 bzw. im

”
Raum“ 3 au↵assen. Für Gleichungssysteme mit n Un-

bestimmten x1, . . . , xn definieren wir den reellen Standardraum n als die Menge
aller reellen n-Tupel,

n = {(x1, . . . , xn) | x1, . . . , xn 2 }.

Die (rellen) Lösungen für Gleichungssysteme in n Unbestimmten sind dann Elemente
oder Punkte im Standardraum n.

Definition 3.1 Ein lineares Gleichungssystem (LGS) mit m Gleichungen und
n Unbestimmten x1, . . . , xn ist gegeben durch

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2
...

...
...

...
am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm

(3.5)

Die aij, bi für i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n heißen Koe�zienten und sind gegebene
reelle Zahlen. Die xj für j = 1, . . . , n heißen Unbestimmte (oder Unbekannte oder
Variablen) und sind gesucht.

Sind in (3.5) alle bi = 0 (i = 1, . . . ,m), so heißt das LGS homogen, und sonst
inhomogen.
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Definition 3.2 Die Lösungsmenge des reellen linearen Gleichungssystems (3.5)
ist die Teilmenge L von n bstehend aus allen n-Tupeln (x1, . . . , xn), die bei ge-
gebenen Koe�zienten aij, bi (i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n) alle m Gleichungen in
(3.5) simultan erfüllen.

Wie soll man nun vorgehen, um Lösungen des LGS (3.5) zu finden? Dazu definieren
wir zunächst einfache Manipulationen des Systems:

Definition 3.3 Elementar-Operationen für das LGS (3.5) sind Umformungen
der folgenden Art

(I) Vertauschen von zwei Gleichungen.

(II) Ersetzen einer Gleichung durch ihr �-faches mit � 2 und � 6= 0.

(III) Ersetzen der i-ten Gleichung durch die Summe der i-ten und dem �-fachen der
j-ten Gleichung (i 6= j, � 2 ).

Die Nützlichkeit dieser Umformungen liegt in folgender Tatsache

Satz 3.4 Die Lösungsmenge L des LGS (3.5) wird bei einer (und damit auch endlich
vielen) Elementar-Operation nicht geändert.

Wie immer in der Mathematik muss man eine solche Behauptung beweisen!

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass eine einzige Zeilenumformung vom Typ (I), (II)
oder (III) die Lösungsmenge nicht ändert, denn dann ändern auch wiederholte der-
artige Umformungen nichts.

Für Typ (I) ist dies klar, denn die Reihenfolge der Gleichungen ändert nichts an der
Tatsachen, dass alle simultan erfüllt sein müssen.

Typ (II): Erfüllt x = (x1, . . . , xn) die Gleichung

ai1x1 + · · · + ainxn = bi,

so auch
�ai1x1 + · · · + �ainxn = �bi.

Gilt umgekehrt für x = (x1, . . . , xn) die Gleichung

�ai1x1 + · · · + �ainxn = �bi,

so kann man durch � dividieren (hier braucht man � 6= 0) und sieht, dass x =
(x1, . . . , xn) auch die ursprüngliche Gleichung

ai1x1 + · · · + ainxn = bi
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erfüllt.

Bei einer Umformung vom Typ (III) sind nur die Gleichungen i und j betro↵en.
Daher genügt es, zu zeigen, dass die beiden Systeme

ai1x1 + ai2x2 + . . . + ainxn = bi

aj1x1 + aj2x2 + . . . + ajnxn = bj
(⇤)

und

(ai1 + �aj1)x1 + (ai2 + �aj2)x2 + . . . + (ain + �ajn)xn = bi + �bj

aj1x1 + aj2x2 + . . . + ajnxn = bj
(⇤⇤)

die gleiche Lösungsmenge haben. Erfüllt aber x = (x1, . . . , xn) die Gleichungen (⇤),
so erfüllt x auch die zweite Gleichung von (⇤⇤). Durch Addition des �-fachen der
zweiten Gleichung von (⇤) zur ersten Gleichung folgt, dass x auch die erste Gleichung
von (⇤⇤) erfüllt. Umgekehrt folgt durch Subtraktion des �-fachens der zweiten Glei-
chung aus (⇤⇤) von der ersten aus (⇤⇤) auch die erste Gleichung von (⇤). Damit folgt,
dass ein x, das (⇤⇤) erfüllt auch (⇤) erfüllt. ⌅
Nach Satz 3.4 kann man (mindestens im Prinzip) ein

”
kompliziertes“ LGS in ein

”
einfacheres“ umformen.

3.3 Wie man ein LGS lösen kann: Der Gaußsche Algorith-

mus

Ein systematisches Verfahren (Algorithmus) zur Lösung eines allgemeinen linearen
Gleichungssystems geht auf Carl Friedrich Gauß (1777-1855) zurück. Das Prinzip
war aber chinesischen Mathematikern schon vor mehr als 2000 Jahren bekannt.

3.3.1 Zuerst ein Beispiel

Wir führen das Gaußsche Verfahren zunächst anhand von Beispielen vor.

Beispiel 3.5 Wir betrachten folgendes reelles LGS, das einen Parameter a 2
enthält.

x1 + x2 � 3x3 + x4 = 1
2x1 + x2 + x3 � x4 = 0

2x2 � 13x3 + x4 = �1
2x1 � x2 + 14x3 � 2x4 = a

1. Schritt: Wir addieren das (�2)-fache der ersten Gleichung zur zweiten und vierten
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Gleichung und erhalten

x1 + x2 � 3x3 + x4 = 1
� x2 + 7x3 � 3x4 = � 2

2x2 � 13x3 + x4 = � 1
� 3x2 + 20x3 � 4x4 = a� 2

 �+

 ���
2

+

 ������

�3

+

2. Schritt: Wir addieren die oben angegebenen Vielfachen der zweiten Gleichung zu
den anderen Gleichungen und multiplizieren die zweite Gleichung schließlich noch
mit �1:

x1 + 4x3 � 2x4 = � 1
x2 � 7x3 + 3x4 = 2

x3 � 5x4 = � 5
� x3 + 5x4 = a + 4

 �

�4

+

 �
7

+

 ��������+

3. Schritt: Wir addieren die angegebenen Vielfachen der dritten Gleichung zu den
anderen Gleichungen:

x1 + 18x4 = 19
x2 � 32x4 = � 33

x3 � 5x4 = � 5
0x4 = a� 1 .

Damit ist das Verfahren beendet. Nach Satz 3.4 hat das LGS, von dem wir ausge-
gangen sind, dieselbe Lösungsmenge wie das zuletzt erhaltene LGS. Aus der letzten
Gleichung ergibt sich, dass das LGS für a 6= 1 unlösbar ist. Für a = 1 ist das LGS
lösbar; die Lösungsmenge lässt sich aus

x1 = 19� 18x4

x2 = �33 + 32x4

x3 = �5 + 5x4

unmittelbar ablesen. Man sieht, dass x4 beliebig wählbar ist, während x1, x2, x3 nach
Wahl von x4 eindeutig bestimmt sind. Schreiben wir noch t anstelle von x4, so lässt
sich jedes Element x der Lösungsmenge L folgendermaßen darstellen:

(x1, x2, x3, x4) = (19,�33,�5, 0) + t(�18, 32, 5, 1)

oder

x = u + t v, t 2 .

Beobachtung: u = (19,�33,�5, 0) ist eine Lösung des LGS und v = (�18, 32, 5, 1)
eine Lösung des zugehörigen homogenen LGS.
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3.3.2 Die wesentlichen Daten: Matrizen

Die durchgeführten Elementaroperationen verändern lediglich die Koe�zienten des
LGS. Wenn also die Zugehörigkeit der Koe�zienten zu den Variablen klar ist, kann
man sich das Schreiben der Variablen x1, . . . , xn ersparen. Zu diesem Zweck führen
wir die ökonomische Matrixschreibweise ein.

Definition 3.6 Eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten ist ein rechteckiges
Schema von m mal n Zahlen aij mit i = 1, . . . ,m und j = 1, . . . , n der Form

0

B

B

B

@

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

1

C

C

C

A

.

Merkregel für die Reihenfolge der Indizes: Zeile zuerst, Spalte später.

Einem linearen Gleichungssystem kann man wie folgt eine Matrix zuordnen: Im

”
Schnittpunkt“ der i-ten Zeile mit der j-ten Spalte hat die Matrix des LGS (3.5)

den Eintrag aij.
0

B

B

B

@

a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amn

1

C

C

C

A

. (3.6)

Die erweiterte Matrix des LGS (3.5) enthält als letzte Spalte zusätzlich b1, . . . , bm:

0

B

B

B

@

a11 a12 · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2n b2
...

...
. . .

...
...

am1 am2 · · · amn bm

1

C

C

C

A

. (3.7)

Beispiel 3.7 Wir betrachten das reelle LGS

2x2 + 4x3 � 2x4 + x5 + 7x6 = � 1
x1 + x3 + 3x4 � x6 = 1
x1 + x2 + 3x3 + 2x4 + x6 = 1

x2 + 2x3 � x4 � x5 � x6 = 1
3x1 + 2x2 + 7x3 + 7x4 � x5 � 2x6 = a
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mit der erweiterten Matrix
0

B

B

B

B

@

0 2 4 � 2 1 7 � 1
1 0 1 3 0 � 1 1
1 1 3 2 0 1 1
0 1 2 � 1 � 1 � 1 1
3 2 7 7 � 1 � 2 a

1

C

C

C

C

A

 �
�1

+

 ����

�3

+

 ���������
 �

1. Schritt: Wir addieren das (�1)-fache der zweiten Gleichung (bzw. Matrix-Zeile)
zur dritten und das (�3)-fache der zweiten Gleichung (bzw. Matrix-Zeile) zur letzten.
Schließlich vertauschen wir noch die ersten beiden Gleichungen, damit die Eins links
oben steht, und erhalten folgende Matrix:

0

B

B

B

B

@

1 0 1 3 0 � 1 1
0 2 4 � 2 1 7 � 1
0 1 2 � 1 0 2 0
0 1 2 � 1 � 1 � 1 1
0 2 4 � 2 � 1 1 a� 3

1

C

C

C

C

A

 �
�2

+

 ����
�1

+

 �������

�2

+

 �������
 �

2. Schritt: Wir addieren die angegebenen Vielfachen der dritten Gleichung zur zwei-
ten, vierten und fünften Gleichung. Dann vertauschen wir noch die zweite und dritte
Gleichung, damit die Eins links oben im

”
Kästchen“ steht, und erhalten

0

B

B

B

B

@

1 0 1 3 0 � 1 1
0 1 2 � 1 0 2 0
0 0 0 0 1 3 � 1
0 0 0 0 � 1 � 3 1
0 0 0 0 � 1 � 3 a� 3

1

C

C

C

C

A  �+

 ���+

3. Schritt: Wegen den Nullen in der dritten und vierten Spalte können wir die dritte
und vierte Variable überspringen. Wir addieren die dritte Gleichung zur vierten und
fünften Gleichung und bekommen

0

B

B

B

B

@

1 0 1 3 0 � 1 1
0 1 2 � 1 0 2 0
0 0 0 0 1 3 � 1
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 a� 4

1

C

C

C

C

A

.

Das Verfahren ist damit beendet. Das zugehörige LGS

x1 + x3 + 3x4 � x6 = 1
x2 + 2x3 � x4 + 2x6 = 0

x5 + 3x6 = �1
0x6 = 0
0x6 = a� 4
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hat dieselbe Lösungsmenge wie das Ausgangssystem und ist für a 6= 4 unlösbar, für
a = 4 lösbar. Die Lösungsmenge lässt sich (für a = 4) aus

x1 = 1 � x3 � 3x4 + x6

x2 = � 2x3 + x4 � 2x6

x5 = �1 � 3x6

ablesen: Setzen wir x3 = t1, x4 = t2, x6 = t3, so bekommt man

x1 = 1 � t1 � 3t2 + t3
x2 = � 2t1 + t2 � 2t3
x3 = t1
x4 = t2
x5 = �1 � 3t3
x6 = t3

,

und die Lösungsmenge besteht aus allen Elementen x = (x1, . . . , x6) 2 6, die sich
darstellen lassen als

x = u + t1 v1 + t2 v2 + t3 v3 mit t1, t2, t3 2

mit

u = (1, 0, 0, 0,�1, 0), v1 = (�1,�2, 1, 0, 0, 0),

v2 = (�3, 1, 0, 1, 0, 0), v3 = (1,�2, 0, 0,�3, 1).

3.3.3 Das allgemeine Vorgehen

Gegeben sei das relle LGS (3.5) mit m, n 2 und reellen Koe�zienten aik, bi und
der erweiterten Matrix (3.7).

Ziel ist es, die erweiterte Matrix (A | b) durch elementare Zeilenoperationen möglichst
zu vereinfachen, d.h. möglichst viele Einträge zu Null (oder Eins) zu machen.

Der Fall, dass alle aik Null sind, ist uninteressant: Dann ist nämlich entweder (3.5)
unlösbar (falls es ein bi 6= 0 gibt), oder die Lösungsmenge ist n (falls alle bi = 0
sind). Wir werden also im Folgenden annehmen, dass es mindestens ein aik 6= 0 gibt.

1. Schritt: Ist ein Element ai1 in der ersten Spalte von (3.5) von Null verschieden, so
lässt sich (nötigenfalls durch eine Vertauschung (I)) erreichen, dass a11 6= 0. Weiter
kann man durch Elementaroperationen (II) und (III) erreichen, dass a11 = 1 und
ai1 = 0: Man multipliziert dazu die 1. Zeile mit 1

a11
und addiert zur i-ten Zeile das

�ai1-fache der ersten Zeile (i = 2, . . . ,m). Sind dagegen alle Elemente der ersten
Spalte Null und kommt in der k-ten Spalte zum ersten Mal ein von Null verschiedenes
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Element vor, so kann man entsprechend a1k = 1, aik = 0 (i = 2, . . . ,m) erreichen.
(3.5) geht somit im ersten Schritt über in

0

B

B

B

B

@

0 · · · 0 1 a01,k+1 · · · a01n b01
...

... 0 a02,k+1 · · · a02n b02
...

...
...

...
...

...
0 · · · 0 0 a0m,k+1 · · · a0mn b0m

1

C

C

C

C

A

. (3.8)

2. Schritt: Ist mindestens eins der a0ij mit i � 2 und j � k+1 von Null verschieden,
so verfährt man wie beim ersten Schritt und erhält eine erweiterte Matrix der Form

0

B

B

B

B

B

B

@

0 · · · 0 1 ⇤ · · · ⇤ ⇤ ⇤ · · · ⇤ ⇤
...

... 0 0 · · · 0 1 ⇤ · · · ⇤ ⇤
...

...
...

...
... 0 ⇤ · · · ⇤ ⇤

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 ⇤ · · · ⇤ ⇤

1

C

C

C

C

C

C

A

. (3.9)

Gibt es noch von Null verschiedene Koe�zienten in den Zeilen 3, 4, . . . (mit Aus-
nahme der Elemente in der letzten Spalte), so folgt in entsprechender Weise ein 3.
Schritt usw.

Das Verfahren ist beendet, wenn entweder in den letzten Zeilen nur noch Nullen
stehen (bis auf die Elemente in der letzten Spalte) oder wenn man mit der zuletzt
erhaltenen Eins die letzte Spalte oder Zeile der einfachen (d.h. nicht erweiterten)
Matrix erreicht hat. Die Endgestalt der Matrix hat schließlich folgende Zeilen-
Stufen-Form:

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 · · · 0 1 ⇤ · · · ⇤ ⇤ ⇤ · · · ⇤ ⇤ ⇤ · · · ⇤ c1
...

... 0 0 · · · 0 1 ⇤ · · · ⇤ ...
...

...
...

...
...

...
...

... 0
. . . ⇤ ...

...
...

...
...

...
...

...
...

. . . 1 ⇤ · · · ⇤ cr

...
...

...
...

...
... 0 0 · · · 0 cr+1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 cm

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

. (3.10)

Aus (3.10) liest man ab:

Folgerung 3.8 Das zu (3.10) gehörige LGS und damit nach Satz 3.4 auch das LGS
(3.5) ist genau dann lösbar, wenn gilt cr+1 = cr+2 = . . . = cm = 0.
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Durch weitere Zeilenumformungen kann man erreichen, dass oberhalb der Einsen
überall Nullen stehen. So erhält man schließlich die Gaußsche Normalform des
LGS (3.5):

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

0 · · · 0 1 ⇤ · · · ⇤ 0 ⇤ · · · ⇤ 0 ⇤ · · · ⇤ d1
...

... 0 0 · · · 0 1 ⇤ · · · ⇤ ...
...

...
...

...
...

...
...

... 0
. . . 0

...
...

...
...

...
...

...
...

...
. . . 1 ⇤ · · · ⇤ dr

...
...

...
...

...
... 0 0 · · · 0 dr+1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0 dm

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

. (3.11)

Parametrisierung der Lösungsmenge: Falls das zu (3.11) bzw. (3.5) gehörige
LGS lösbar ist (also dr+1 = . . . = dm = 0), so lassen sich alle Lösungen von (3.5) an
(3.11) ablesen.

Um die Darstellung zu vereinfachen, nehmen wir an, dass die Gaußsche Normalform
folgende Gestalt hat

0

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

B

@

1 0 0 · · · 0 a001,r+1 · · · a001,n d1

0 1 0
...

...
...

...

0 0 1
...

...
...

...
...

. . . 0
...

...
...

0 0 1 a00r,r+1 a00r,n dr

...
... 0 0 · · · 0 0

...
...

...
... · · · ...

...
0 · · · · · · 0 0 0 · · · 0 0

1

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

A

. (3.12)

Durch eine Umordnung der Spalten von A, d.h. eine andere Numerierung der Un-
bekannten des LGS, kann man das stets erreichen.

Man wählt dann (wie im Beispiel) t1, . . . , tn�r 2 als Parameter und setzt

xr+1 := t1, xr+2 := t2, . . . , xn := tn�r.
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Aus (3.12) erhält man dann für die restlichen r Unbekannten:

x1 = d1 � t1 a001,r+1 � · · · � tn�r a001,n
...

xr = dr � t1 a00r,r+1 � · · · � tn�r a00r,n

xr+1 = t1
...

. . .

xn = tn�r

(3.13)

Durchlaufen t1, . . . , tn�r jeweils alle reellen Zahlen, so erhält man mit (3.13) alle
Lösungen von (3.5). Für t1 = . . . = tn�r = 0 ergibt sich speziell die Lösung x =
(d1, . . . , dr, 0, . . . , 0).

Folgerung 3.9 Ein homogenes LGS mit mehr Unbekannten als Gleichungen (n >
m) ist immer nichtrivial lösbar (d.h. hat nicht nur die Null-Lösung).

3.4 Einige weiterführende Fragen

• Wir haben in diesem Abschnitt bereits die Begri↵e Menge, Teilmenge, Lösungs-
menge verwendet und sind

”
intuitiv“ damit umgegangen. Wie lassen sich diese

Begri↵e präzisieren, welche Schreibweisen gibt es dafür und welche Operatio-
nen kann man mit Mengen ausführen?

• Wie kann man das logische Schließen (etwa im Beweis von Satz 3.4) systema-
tisieren und übersichtlich darstellen? Was für logische Operationen gibt es?
Was für Beweis-Methoden gibt es?

• Gibt es noch weitere
”
Zahlbereiche“, mit denen man formal wie mit den reellen

oder den rationalen Zahlen rechnen kann?

• Kann man herausfinden, ob ein gegebenes lineares Gleichungssystem eine Lösung
hat, ohne den Gaußschen Algorithmus durchzuführen? Kann man a priori et-
was über die mögliche Anzahl der Lösungen sagen? (Gibt es z.B. ein LGS,
dessen Lösungsmenge genau zwei Elemente enthält?)

• Was sind die algemeinen Eigenschaften (Struktur) der Lösungsmenge eines
LGS?


